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Formulas trigonométricas

Mudanca de sinal do arco (ou angulo)

Pretendemos estabelecer a comparacido entre as expressdes trigonométricas de um arco de medida o
(senc, cosa etc.) e as expressdes trigonométricas do arco de medida - & (sen(- @), cos(- @) etc.). Os
arcos de medidas ¢ e - @ sdo chamados arcos opostos.

Se o ponto P é extremidade do arco de medida @, é imediato que a extremidade Q do arco de medida - &
ocupa uma posigdo simétrica de P em relagcdo ao eixo Ox, ja que ambos tém a mesma origem A. Resulta,
portanto, que os pontos P e Q tém a mesma abscissa e ordenadas opostas, o que equivale a dizer que os
arcos de medidas & e - @ tém o mesmo cosseno e senos opostos, isto é:

15

cos(—a) = cos(a)

e

sen(—a) = —sen(w)

1.5

A partir dessas conclusdes, deduzimos as relagdes correspondentes as demais razodes trigonométricas:

sen(—a) = —sen(a)

cos(—a) = cos(a)

tg(—a) = —tg(a)




cotg(—a) = —cotg(a)

sec(—a) = sec(a)

cossec(—a) = —cossec(a)

Seno da soma e seno da diferenca

Sejam a e b as medidas de dois arcos quaisquer. Vamos deduzir as expressdes de sen (a+b) e sen(a - b) -
seno da soma e seno da diferenga - em funcao dos senos e cossenos de a e b.
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Podemos calcular a area S do tridngulo ABC usando as expressdes:
. CB x AH AB x AC x sen(3 + «)
Sapc = — o Sapc = 5

Igualando as duas expressoes, substituindo e simplificando, adequadamente temos:

ACX ABX sen(p+ a) =CBx AH
ACX ABX sen(fp+a) =(CH+ HB) X AH
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sena X cosfi + senfi X cosa

sen(a+ p) =(

X 1X cosff X cosa
cosa X cosf}



Assim:

sen(a + B) = sena X cosf + senf3 X cosa

Para o célculo de sen( @ - /), basta fazermos a - B = o + (- B ) e utilizar o seno da soma, assim:
sen(a—p) =sen(a+ (—p))
sen(a— ) =sen aXx cos( —f) + sen( — ) Xcosa

sen(a— ) = sen aX cos B — sen fXcosa

Assim:

sen(a — 3) = sena X cosf3 — senf3 X cosa

Cosseno da soma e cosseno da diferenca

Sejam a e b as medidas de dois arcos quaisquer. Vamos deduzir as expressoes de cos (a+ B )ecos(a - )
- seno da soma e seno da diferenga - em funcdo dos senos e cossenos de a e f3.

z

Primeiramente sabemos que se dois arcos sdo complementares, O + B = 3

Pela férmula do seno da diferenca (deduza), temos a igualdade:
V3
sen(; - a) =cos( )

E a partir da igualdade acima, fazendo x = & — a temos:
sen (8 —a) = cos(a)
sen (8 +x—15%)=cos (2 —x)

sen (x) = cos (& —x)

Em qualquer caso para qualquer caso:
/4
cos(; — a) =sen( a)

Usando as identidades acima, podemos deduzir as formulas do cosseno da soma e diferenca de arcos, a
partir das férmulas de seno da soma e diferenga de arcos.



cos(a+ f}) =sen %—(a+/}’))

cos(a+ ) =sen (%— a)—ﬂ)

cos(a+ f) =sen %— a)x cos(fp) —sen(p) X cos(% — a)
cos(a+ f}) =cos(a) Xcos(f) —sen(f) Xsen(a)

Ou seja:

cos(a + 3) = cos(a) X cos(3) — sen(a) x sen(3)

Para o calculo de cos( & - ), basta fazermos o - = o + (-B) e utilizar o cosseno da soma, assim:

cos(a— p) =cos(a+ (—p))

cos(a— f}) =cos(a) X cos(—pf) —sen(a) X sen( —f3)
cos(a— f}) =cos(a) X cos(p) —sen(a) X (—sen(f))
cos(a— f) =cos(a) Xcos(f) +sen(a) X sen( f)

Temos entdo:

cos(a — ) = cos(a) X cos(3) + sen(a) X sen(3)

Tangente da soma e tangente da diferenca

Sejam a e b as medidas de dois arcos tais que a, B, a+ e o —B sejam diferentesde & +kn, k € Z.
Vamos deduzir as expressdes de tg(a+f) e tg( o —p)- tangente da soma e tangente da diferenca - em
funcdo das tangentes de o e B.

sen(a+ f})  sena.cosfi + senf.cosa

tg(a+ ﬂ) = COS(a+ﬂ) COSC(.COS,B . sena.senﬁ

Estrategicamente, dividimos o numerador e, o denominador desta fracdo por cosa.cosp :

sen(a) .cos( f) N sen( f) .cos( ) sen( a) 4 sen( f)
o (at f) cos(a) .cos( f3) cos(a) .cos(f) cos( a) cos( f3)
a = =
8 cos(@) .cos(p)  sen(a) .sen(p) - sen( a) y sen( f3)

cos(a) .cos( f) cos(a) .cos( f) cos(a) cos( )



Temos assim:

tg(a) +tg(5)
1 —tg(a).tg(B)

!,g(()f + ,,j)) -

Para o célculo de tg (@ - /), basta fazermos o - = o + (- B) e utilizar a tangente da soma, assim:

1g(a=p) =1g(a+ (=pf))
1g(a) +18(=p)
l1—1g(a) .1g(=p)

gla=p) =

Assim:

tg(e) — tg(B)
1+ tg(a).tg(B)

tg(av — f3) -

Resumo de soma e subtrac¢ao de arcos:

sen (a+ b) = sen (a).cos (b) + sen (b).cos (a)

sen (a — b) = sen (a).cos (b) — sen (b).cos (a)

cos (a+ b) = cos (a).cos (b) — sen (a). sen (b)

cos (a — b) = cos (a).cos (b) + sen (a). sen (b)

1g(a) +1g(b)
1—1tg(a) .tg(b)

1g(a) —1g(D)
1+1g(a) .tg(b)

tg(a+b) =

1g(a—>b) =

Resumo de arcos ou angulos complementares:

T T
sen| —— a|=cos( a) cos| —— a |=sen( a)
5 -]

3 ﬁ—a—cot(a) cot ﬁ—a—t(a)
8 5 =colg 8 5 =18

T

sec(; - a) =cossec( a) Cossec(g - a) =sec(a)




Exercicios

01) Conhecidos sen x = -}, onde0<x< %,ecosy= -'3-, 3-21‘ <y <2m, calcule seno, cosseno e tangente de

x+yedex-y.

02) Calcule sen 105° cos 105° e tg 105°, utilizando os senos, cossenos e tangentes de 60° e 45°.

03) Demonstre a identidade:

cos(a+b).cos(a—b) = (cos(a))2 - (sen(b))2

04) Simplifique a expressao:

sen10° .cos( —50°) .rg 65°
cos( —80°) .sen( —40°) .cotg(25°)

05) Sendo x um arco qualquer, calcule o valor da expressao:

y=sen2 £—x + sen? £+x
6 3

06) Sendo x e y dois arcos complementares tais que sen x - sen y = m, calcule o produto sen x. sen y.

07) Calcule o valor da expressao:

y=sen4l° .send2° .send3° .send4° .send5° .sec46° .sec47° .sec48° .sec49°

08) Sabendo que fgx = 7e n <x <<%, calcule sen (x +&).

09) Sendo a — b = &, calcule o valor de:

y=(sena + cosb) 2+ (sen b — cosa) 2

10) Dados tga = 2 e tgp =3, calculeasoma o+ em radianos.

11) Se x e y sdo angulos do tridngulo retangulo da figura, calcule #g (x —y).




av'1b

12) Simplifique as expressoes abaixo e, se possivel, determine seu valor numérico:

a) y=cos3x.cosx + sen3x.senx
b) y =cos 65° cos 25° + sen 65°. sen 25°
c) y=-cos70° cos 10° + sen 70°. sen 10°

13) Se sen o.= 4,0onde & < o <, calcule cos (x + ).

14) Dado que sec a = 3,e que 3-§ < a < 2m, determine:

a) sen(§—-a)
b) cos (5 —a)

@G-

15) Sendo cos (3 —x) = a, determine:

a) cos(x—1%)
b) sen (& +x)

16) Simplifique as expressoes:

T T
sen x.cos | ——x |+ sen | ——x|.cos (—x)
2 2

1—tg (—x) .cotg | =—
g x.cog2 X

(a) y =

cos(a—>b) .t i—x
ST

(D) y=
cos (b—a) .cotg (5—ﬂ+x)
12




17) Calcule o valor da expressao:

y=tgl® .1g2° .1g3° ..... 1g88° .1g89°

18) Calcule sen 105° e tg 15°.

19) Simplifique as expressdes abaixo:

a) sen(m—x)
b) cos (m—x)
¢ 1g(m—x)
d) sen(m+x)
e) cos(m+x)
f) g(m+x)
g) sen(2m—x)
h) cos 2n—x)
i) te@n—x)

20) Determine seno, cosseno e tangente de (4 +x), (3‘21I —-x)e (3‘2IL +x).

21) Simplifique as expressoes:

T 3n
sen (2m— a) .tg(; + a).cotg(T - a)

(a) y=
cos (2r+a) .tg (n+ @)
3 3r
sen (m— a) .cos (—+ a)+ sen (— - a).cos (r+a)
o) 2
(D) y=

cos (m—a) .cos (2m— a) — sen (§+a).sen (%— a)

22) Se tg 35°=a, calcule:

tg 215° — 1g125°
y=
1g 235° + 1g 325°




23) Avalie a expressao:

(a) E = sen0° + senl® + sen2® + ...+ sen360°

(b) E = cos20° 4+ cos40° 4+ cos60° + ...+ cos180°

Arco duplo

Uma aplicacdo do arco soma, sdo as féormulas dos arcos duplos.

sen(2x) = 2.sen(x).cos(x)

cos(2z) = cos*(x) — sen*(x)

2tg(x)

tg(2p) = 1—t(z)

Podemos escrever cos (2x) em funcio de sen (x) ou cos (x).
Basta usar a relacdo: sen’(x) + cos(x) = 1.

Achamos as relacgdes:

cos(2a) = 2.cos*(a) — 1

cos(2a) = 1 — 2.sen*(a)

Exercicios

01) Determine sen (2a), dados sen (a) = é ed<a<m.

02) Determine cos (2a), dado sen (a) = %.

03) Determine tg (4x), dados cos (x) = g ed<x<2t




04) Determine cos 38° dado cos 19°=0,95.

05) Simplifique a expressao:

sen( 4x)

sen( x) .cos( 2x)

06) Se cos (2x) = a,determine o valor de sen (x) e cos (x).

07) Se sen (17°) = m, calcule cos (34°).




